Przedmowa

Rozdziat 1.

Spis tresci

Rodziny zbiorow

1. Pierscienie 1 polpierscienie zbiorow

A.
B.
C.
D.

E.
F.

Pojecie rodziny (pod-)zbiorow. Dziatania na zbiorach
Zbiory i rodziny zbioréw domknigte wzgledem dziatan
Pierscienie 1 pétpierScienie

Pierscien generowany przez rodzing zbioréw

[loczyn poétpierscieni

Mnozenie pierScieni

2. Ciala zbioréw, o-pierscienie i o-ciata

A.
B.
C.
D.
E.

F.

Rozdzial 1I.

Ciata zbiorow

Ciato generowane przez rodzing zbioréw

Sumy 1 przecigcia ciagéw

Klasy monotoniczne i o-pierscienie

o -ciato generowane przez rodzing. Zbiory borelowskie
Obciecia rodzin

Funkcje okreslone na rodzinach zbioréw

1. Miary addytywne

A.
B.
C.
D.

Definicja miary

Miary okreSlone na pétpierScieniach

Rozszerzenie miary z pétpierScienia na generowany pierscien
Mnozenie miar okreSlonych na pétpierscieniach

2. Rozszerzenie Jordana. Miara Jordana

A.
B.
C.

Miary wewngtrzna i zewnetrzna w sensie Jordana

Rozszerzenie Jordana

Rodzina zbioréw mierzalnych. AddytywnoS$¢ rozszerzenia
Jordana

Zupelnos¢ rozszerzenia Jordana. Uzupetnienie miary

10

12
12
12

13
15
17
18
19
19
20
21
22
24
25

27
27
27
29
29
31
33
33
35

36
38



Spis tresci

E.

“Rozszerzenia rozszerzen”

F. Miara Jordana

3. Miary przeliczalnie addytywne

A.
B.
C.

Przeliczalna addytywnoS¢ miary na pétpierscieniu
Przeliczalna addytywnoS¢ w pierScieniach
Mnozenie o-addytywnych miar na potpierScieniach

4. Twierdzenie Carathéodory’ego. Rozszerzenie Lebesgue’a

A.

mo 0w

F.
G.

Czego brakuje mierze Jordana?

Miara zewngtrzna w sensie Lebesgue’a

Warunek i twierdzenie Carathéodory’ego

Rozszerzenie Lebesgue’a

Jakie zbiory dodaje rozszerzenie Lebesgue’a do dziedziny
miary?

Co juz wigcej nie rozszerza sig?

Przestrzenie z miarami 1 ich podprzestrzenie

5. Miara Lebesgue’a

A.
B.

C
D.
E
F

Rozdziat I11.

Konstrukcja miary Lebesgue’a

Co zawsze jest mierzalne?

Zewnetrzna i wewnetrzna regularno$¢ miary Lebesgue’a

Kryteria mierzalnosci

NiezmienniczoS¢ 1 unormowanos¢

Czy wszystko w R jest mierzalne wzgledem miary
Lebesgue’a?

Calki

1. Catki Riemanna 1 Darboux

A.
B
C
D.
E
F

G.

Rozbicia

Funkcje schodkowe

Catka funkcji schodkowe;j

Wiasnosci calek funkcji schodkowych
Porownywanie funkcji “prawie wszedzie”

Sumy catkowe Riemanna i Darboux

Definicje i réwnowazno$¢ catek Riemanna i Darboux

2.  Wiasnosci catki Riemanna-Darboux
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71
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74
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Spis tresci 7

A. Ograniczonos¢ funkcji catkowalnych 79
B. Dalsze wtasno$ci dolnych i gérnych sum Darboux 80
C. Jednorodnos¢ i addytywnos¢ catki 81
D. Catka wzgledem rozszerzenia Jordana miary na
(pot-)pierscieniu 83
E. Miara Jordana jako catka funkcji charakterystycznej 85
F. Catkowalnos$¢ w sensie Riemanna-Darboux funkcji na kostce 85
3. Calka Lebesgue’a 89
A. Zbieznos$¢ szeregdéw liczbowych 89
B. Calka funkcji schodkowej nad rozbiciem przeliczalnym 90
C. Obliczanie catek za pomoca funkcji prostych nieujemnych 93
D. Rozszerzenie calki 96
4.  WiasnoSci catki Lebesgue’a 99
A. Monotoniczno$¢ 1 rOwnosS¢ zeru 99
B. Jednorodnos¢ i addytywnos¢ 101
C. Czgs¢ dodatnia i cz¢S$€ ujemna 103
D. Przestrzenie L1(C, )i L1(C, ) 104
E. Warunki konieczne catkowalnosci 104
F. Mierzalno$¢ funkcji catkowalnej w sensie Lebesgue’a 106
G. Kryterium catkowalnosci 107
H. Rozbicia “poziome” a “pionowe” 109
5. Klasyczne twierdzenia o funkcjach mierzalnych 1 catkach 110
A. Funkcje mierzalne 110
B. Mierzalnos¢ kresoéw 1 granic 112
C. Calki wzgledem miar niezupeinych 115
D. Kryterium catkowalnoSci funkcji o r6znych znakach 1
wartosciach nieskoficzonych 117
E. Jak “ulepszyC” zbieznoS¢ i ciagtosS¢? 119
F. 'Twierdzenia graniczne 121
6. Miary produktowe 125
A. Pojecie miary produktowej 125
B. Czy warto rozszerza¢ miary przed mnozeniem? 126

C. Obliczenie miary produktowej zbioru przez catke 129



8 Spis tresci

7. Catkowanie wzglgdem miar produktowych
A. Cigcia funkcji
Calka nieujemnej funkcji mierzalnej
Funkcje przyjmujace wartosci réznych znakéw
Catka na podzbiorze produktu przestrzeni z miarami

monAw

Produkty wigkszej liczby przestrzeni z miarami
8. Miary ze znakiem. R6zniczkowanie miar

A. Pojecie miary ze znakiem

B. Rozklad Hahna i rozktad Jordana

C. Miara absolutnie ciagta wzgledem innej miary

Rozdziat IV. Uogdlnienia i podejScia alternatywne
1. Miary regularne na przestrzeniach zwartych 1 lokalnie zwartych
A. Klasy przestrzeni topologicznych i ich podzbioréw
B. Zewngtrzna 1 wewngtrzna regularno$¢ miary
2. Miary jako funkcje na rodzinach podzbioréow zwartych
A. Zawegzenie miary stabo regularnej do rodziny wszystkich
podzbioréw zwartych
B. Rozszerzenie miary na zbiorach zwartych na zbiory
borelowskie
3. Reprezentacja funkcjonatéw okreSlonych na przestrzeniach
rzeczywistych funkcji ciagtych
A. Przestrzen funkcji ciggtych o no$nikach zwartych
B. Funkcjonaty okreSlone na przestrzeniach funkc;ji
C. Twierdzenie Riesza-Markowa-Kakutaniego o reprezentacji
4. Miary 1 catki zespolone
A. Pojecie miary zespolonej. Wahanie miary
B. Calkowanie funkcji schodkowych wzgledem miar
zespolonych
C. Calki funkcji dowolnych
5. Reprezentacja funkcjonatow liniowych ograniczonych
A. Miara okreSla funkcjonat
B. Funkcjonat okre§la miarg
C. Ogodlne postacie funkcjonatéw liniowych ograniczonych
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177
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6. Miary rozmyte. Catka Choquet

A.

mmoaw

G.

Pojecie miary rozmyte]

Klasy miar rozmytych

Catki funkcji prostych wzgledem miary rozmyte;j

Calki funkcji nieujemnych o nos$nikach zwartych
Charakteryzacja funkcji catkowalnych w sensie Choquet
Najprostsze wtasnosci catki Choquet

Calki funkcji o dowolnych znakach

7. Reprezentacja funkcjonatow przez catke Choquet. Catka Sugeno

A.
B.
C.

D.

Skorowidz

Literatura

Komonotoniczna addytywnos¢

Catki Choquet wzgledem miar wypuktych 1 wklestych

Twierdzenie Sugeno-Narukawy-Murofushiego o
reprezentacji

Unormowane miary rozmyte i catka Sugeno

179
179
180
181
182
183
186
188
189
189
192

194
195

197

201



